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RBsuMB. - Nous construisons les asymptotiques par rapport a la frequence des champs Clectriques et magnetiques 
solutions des equations de Maxwell a coefficients variables a n’importe quel ordre et nous caracterisons 
completement leur dependance par rapport a la topologie de l’objet. 0 Elsevier, Paris 
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-ABSTRACT. -This paper deals with the low-frequency scattering problem by a conducting object in a heteregeneous 
medium. The dependence of the asymptotics on the topological properties of the conductor is completely shown. 
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Introduction 
L’etude de la propagation d’ondes acoustiques et Clectromagnetiques a basses frequences 
est sans conteste l’un des sujets les plus classique en Clectromagnetisme. Ses applications 
en gkophysique, en sciences de l’ingknieur et plus recemment en e’lectroencLphalographie 
[8] sont importantes et multiples. De tres nombreux travaux lui ont Ctt consacres depuis 
plus d’un siecle et encore aujourd’hui elle est l’objet de recherches tres actives dans ses 
versions acoustique et Clectromagnetique. Toutefois, le calcul d’une asymptotique compltte 
des champs electrique et magnetique a basses frequences et une caract&isation simple 
de sa dependance par rapport aux proprie’te’s topologiques des domaines consider& sont 
restees a notre connaissance des questions ouvertes. C’est a ces deux questions qu’est 
consacre ce travail. Nous allons detailler la construction de l’asymptotique complete dans 
un milieu heterogene en presence d’un noyau parfaitement conducteur. Le cas d’un milieu 
homogene a CtC CtudiC dans [7] a l’aide d’une nouvelle formulation integrale des equations 
de Maxwell exposee en detail dans [4]. L’adaptation de notre methode a l’equation 
de Helmholtz (la version acoustique) avec des coefficients peu reguliers a fait l’objet 
de [l]. L’une des principales difficult& pour mener a terme une analyse asymptotique 
complete reside dans la condition de radiation qui depend de la frtquence. La structure 
non-coercive des equations de Maxwell pose Cgalement dans la version Clectromagnetique 
une grande difficult6 Nos resultats peuvent etre utilises a resoudre le probleme inverse de 
d&termination des coefJicients die’lectriques d’un milieu he’te’rog&ne ou de localisation d’un 
dipale e’lectrique ou magne’tique a partir de quelques mesures faites a basses frequences 
dans un cadre t&s general. 
AMS Subject Classijication: 35 C 20, 35 B 40, 35 Q 60. 
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1. Notations 
Soit Ri un ouvert born6 rCgulier de R3 et SZ’ le complCmentaire de @ dans R3. 
Consid6rons la propagation d’ondes 6lectromagnCtiques dans le milieu diklectrique Qi 
isotrope caractCrisC par sa permittivit6 Clectrique E et sa permCabilit6 magn&ique h. Les 
fonctions E et p sont complexes et vCrifient %e E > 0 et ?J?e p > 0. Nous supposons de plus 
par souci de simplicit& que ces coefficients sont de classe C2 par morceaux et discontinus le 
long de surfaces r6gulibres et nous supposons que E = p = 1 dans 0”. L’objet diklectrique 
Ri contient un noyau parfaitement conducteur R”, de bord I’. Soit R le compl6mentaire de - 
Rc dans R3. Nous supposons que le noyau parfaitement conducteur est connexe et nous 
notons N le premier nombre de Betti de son bord l?. 11 existe alors N coupures de classe 
f?, disjointes, non-tangentes B I’ : X1; . . . i CN tel que R \ 2 est simplement connexe et 
Lipschitzien oh Z? = UC, Ci. 11 est bien connu que l’espace vectoriel des champs de 
Neumann associCs & r est de dimension N et qu’il est engendri par les champs de vecteurs 
(grad 4;i)z1 oti les & sont solutions dans W’(R \ 2) des problkmes aux limites suivants : 
i 
divhgrad& = 0 dam G\ 2, 
(1) 
a,& = 0 sur r; 
[id c = Sij j= l:...,N, 
[ ,&il x3 = 0 j= l,...,N, 
oti l’espace W1 (0 \ 2) est la fermeture des fonctions C” (0 \ 2) 2 supports compacts 
pour la semi-norme ) 1 grad 11 LZ et S;j est le symbole de Kronecker. Notons n la normale 
sortante B I’, ur la composante tangentielle du champ de vecteur u sur I’ et 0’ = Ri \ 5. 
Nous introduisons une boule de rayon R assez grand pour contenir la surface I- et la zone 
Rd oh les coefficients E et b varient. Nous notons 5’~ la sph&re correspondante, BR la 
boule intCrieure & SR, P la normale sortante B 5’~ et QR = R n BR. Nous introduisons 
les opCrateurs diff6rentiels du premier ordre suivants : divsR (la divergence surfacique), 
rots, (le rotationnel vectoriel surfacique) et grad sR (le gradient surfacique). Nous notons 
enfin les espaces : 
H(rot,RE) ={u E (L2(RB))“,rot u E (L’(O,))“}, 
TH”(&) ={ u E (H”(SR))3,u.n = 0 ) 
> 
TH”(div, SR) ={ u E TH”(SR),divS, u E II”(S 
2. Dkveloppements asymptotiques 
Nous allons Ctudier le comportement asymptotique des solutions E” et H” des Cquations 
de Maxwell : 
(4 rotE” = iw~H”, rot H” = -iw E E” dans fl, 
(3) E; = 0 sur r, 
(4) lim ((H”-HP)/\?- (E”-Ef$)) = 0, IXl++‘X 
oti (EC, HF) est une onde incidente plane. 
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Soit l’opkrateur pseudo-diffhentiel 6: dCfini par : 
(51 Gf,(k~r\HJs~) =kAEIsR, 
oti E et H sont solutions sortantes des equations de Maxwell B l’exthieur de la boule 
Bll. Nous introduisons 
, 
(6:) H%v(Rfi) ={ u E H(rot, RR), divp u = 0, u . n = 0 sur r, 
u . ii = idivs, (GE (2 A u)) sur SR}. 
Nous avons les rksultats suivants pour lesquels nous renvoyons h l’annexe A pour une t&s 
bribve dkmonstration et h [5] pour les d&ails : 
LEMME 2.1. - l L’ope’rateur e’lectromagne’tique 
Gz : TH-1’2(div, SR) F-+ TH-li2(div, 5’~) 
admet le de’veloppement asymptotique suivant par rapport ti la fre’quence w : 
(7) G:=pl~+G;+wG;+..., 
oti les ope’rateurs &7;, j 2 -1 sont continus de THw1i2 (div, S,) duns lui me^me. 
a De plus, nous avons d’une part 
-divsR(B: (v)) =(Ko + w  K1 -t . ..)(v). 
W  
pour tout v E THpl”(div, SR) oti 
Ko = idivs, Gy : TH-1/2(div, S,) H H-1/2(SR) 
et 
Kj : TH-1’2(div, S,) ++ H1i2(SR)(j >_ 1) 
sont continus (Kj : TH-li2(div, SR) H H-li2(S~) (j 2 1) sont done compacts) et d’autre 
part, l’ope’rateur sur$acique i divs, 4; rots, est l’ope’rateur de Dirichlet-Neumann sur la 
sphere 5’~ associke b l’kquation de Luplace scalaire duns R3 \ BR. 
Nous avons besoin des espaces suivants : 
(‘0 Hkv(StR) ={ u E H(rot, RR), divp u = 0, u. n = 0 sur I’, 
u . 12 = i divsR (&7; (2 A u)) sur SR 
> 
et 
(10) J&iv (QR> =( u E H(rot,CIR),divpu = 0,u.n = 0 sur I’, 
u . ii - i divs,(Gr (2 A u)) E H1/2(Sn)}. 
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En utilisant la dkcomposition de Hodge directe (voir Kirsh et Monk [lo] pour la 
demonstration) : 
(11) H(rot, fly) = H~i,(~2,) @ grad H1(1(2~)/C: 
nous demontrons le : 
LEMME 2.2. - La formulation variationnelle mixte suivante : 
(12) 
i 
uw(uw, u”) = ‘;’ (g”, ui,) - a”(gradp”, ut)! V ut E Hzi,(OtR); 
iL“(p“,pt) = ; (g",grad,,pt), Vpt E H1(R~)/C! 
02 
I 
UW(U,d) = 
.I 
1 
-rot u .rot ut - w2 
J’ 
pu.d 
nl? 
+TJ~G~(~*u):(fiAuf) A i>: 
C(p,pt) = - 
J’ 
pgradp.gradpt+ S(&?:(j,Agradp),(iAgradp”) A ii 
> 
, 
g”=i(G;iAH_‘)-iAE:‘L); 
dont les inconnues sent 
uw E H~i”(~2,) et pw E H1(R~)/C, 
est telle que 
H” = uw fgradp” et E” = LrotH” 
WE 
sont solutions dans H(rot, 0~) x H(rot, RR) des Equations de MaxweZE (2) - (4). De 
plus, le syst;me des dquations variationnelles (12) admet une unique solution dans 
Hii, X H1(Q~)/c. 
Dkmonstration. - Soit (E”, H”) une solution localement dans H(rot) des equations de 
Maxwell (2) - (4). La decomposition de Hodge preddente nous permet de decomposer 
le champ H” en uw + gradp” oti uw E H&(S1R) et p” E Hl(fi~)/C. En utilisant 
la definition de l’operateur ClectromagnCtique exterieur, nous obtenons en integrant par 
parties que le couple (u”,pW) vhifie la formulation variationnelle (12). Reciproquement, 
soit (u“‘,pw) une solution dans Hii, x H1(f2n)/C de (12). En sommant les deux 
equations dans (12) et en utilisant encore une fois la decomposition de Hodge de I’espace 
H(rot, flE) et les proprietes de 42, nous obtenons : 
s 
1 
-rot (u” + gradp”) .rot vt - w2 
RR E J’ 
p (u” + gradp”) . vt 
6lR 
+iw(G~,(ii~(u”+gradp~)),(ik~v~) A 2) = w(gW,vt),tJvt E H(rot,flR). 
L’interpretation de cette equation conduit au fait que 
H” = uw + gradp” 
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est solution de 
rot 1 rot H” - w* pHH” = 0 dans a~,, H” . n = 0 sur I’, 
& 
vtrifiant la condition de radiation (4) oh 
E” = Lrot H”. 
WE 
I1 nous reste B verifier l’existence et l’unicitk d’une solution 
de la formulation variationnelle (12). Les inCgalitCs (voir [9] et [ll]) : 
Sm (9:(i A gradp), (2 A gradp) A a) 2 C ll~ll&~~~~ - C’ IIPII&~~~~~ 
oti C et C’ sont deux constantes strictement positives (fonctions de la frkquence w), 
montrent avec l’injection compacte de H~i,(~ZR) dans (L”(fl~))~ que le problkme 
variationnel (12) v&Se l’alternative de Fredholm. L’unicitC d’une solution aux equations 
de Maxwell (2) - (4) sous les hypothkses faites sur les coefficients E et ,u nous conduit 
au rksultat tnond. 0 
Nous allons exploiter les rksultats pr&dents et en particulier, la formulation 
variationnelle (12) pour Ctudier la limite des champs E” et H” quand la frkquence 
w tend vers z&o. Afin de dCterminer les Cquations variationnelles limites, nous allons 
dCvelopper en fonction du petit paramktre w la formulation (12). Le Lemme 2.1 nous 
permet d’kcrire 
i 
uW(u,ut)=ao(u,ut)+wal(u,ut)+W*u*(U,Ut)+...: 
lqp,p”) = icO(pJ+) + w 2(p,pt) + w2 li2(p,pt) + . . . ) 
oti les formes bilinkaires CX~ (resp. ;Cj) sont continues sur Hdiv(flR) x Hdiv(~tR) (resp. 
H1(R~)/C x Hl(fi~)/C) et 
aO(u,d) = 
J RR 
Lrotu.rotut+i(~~l(kAu),(~Auf) A f)! 
& 
tiO(pJ+) = - 
.I’ 
pgradp. gradpt + i 4,“(12 A gradp), (2 A grad#) A 12 
RR 
> 
Nous posons a priori 1’Ansatz suivant : 
Le champ tangentiel g” admet le d&eloppement asymptotique suivant : 
g” = ~g-1+go+wg1+w2g’+.... 
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Oil 
divsR g-l = divsR go = 0. 
En reportant ces developpements dans la formulation (la), l’identihcation des termes en 
w donne : 
(13) 
aO(uj, u”) = (gJ-1, u&J - ayll-1, u”) - . . . - aqua, u”) 
-n’(gradpj, u”) - . . - uj(gradp’, ut), 
v Ut E &iv(QR)r 
et 
(14) li"(p" ) p") = (gj+l c , grads p”) - &‘($‘,pt) - . . . - iij(p%,p"), Vpt E H1(Rix)/C. 
D’autre part, nous avons 
k. ( u”+wul+... ) =(Ko+wKl+...)(jcA(uo+wu’+...)). 
Ce qui conduit a 
(15) 
2. u” = Ko(lz A u”) sur SR, 
2.u’ = Ko(Z A u’) + Kl(Z A u”) sur SR, 
11 est clair que la solution triviale est l’unique solution dans Hl(Q,)/C de l’equation 
variationnelle : 
tiO(p,pt) = 0; Vpt E Hl(&)/C 
Pour les inconnues uj qui verifient les equations (13t) et (15), nous voyons apparaitre 
deux situations differentes, selon que l’espace vectoriel des champs de Neumann associes 
a I est non vide ou reduit a zero. Nous avons le : 
LEMME 2.3. - Les solutions dans Hi, de l’kquation variationnelle : 
‘O(U, U”) = 0: v Ut E H~i,(~2R)r 
forment un espace vectoriel de dimension N dont une base est form&e par (grad iji)cl oti 
les & sont solutions dans H1 (RR \ 2) des problkmes aux limites (1). 
Dkmonstration. - Soit u E Hii, tel que 
u”(U,Ut) = 0, V Ut E H~i,(~2R). 
Alors en prenant ut = ii nous obtenons : 
s i jrot u12 + i(GPl( ~Au),(kAii) A k > = 0. nR 
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Ce qui conduit compte-tenu du fait que 
(16) 
B 
i ( GY,(k A v), (jE A V) A k > 
> 0, V v E THw1j2(div, SR) 
rot u = 0, dans fly. 
Mais comme de plus u E Hzi,(Q~) et l’opkateur surfacique i divs, 6; rots, est 
l’opkrateur de Dirichlet-Neumann sur la sphk-e SR associke ti l’kquation de Laplace 
scalaire dans R3 \ i& alors 
u = grad q, dans QE, 
oti 4 appartient g l’espace vectoriel de dimension N engendrk par les champs de Neumann 
( &)zI, solutions dans H1 (a, \ 2) des problbmes aux lim ites (1). 0 
Remarquons que les Cquations (15) nous ont permis d’kcrire que 
u” E Hkv(flR) C Hdiv(OR). 
Autrement dit, elles nous ont permis d’identifier l’espace “lim ite” de H&(OR) lorsque 
la frkquence w tend vers z&o. 
Pour dkterminer les termes (ui)i20 dans le dtveloppement asymptotique de uw, nous 
avons alors besoin, compte-tenu du Lemme 2.3 et des equations (15), de N relations 
supplCmentaires. Nous commenc;ons par Ctablir le lemme suivant : 
LEMME 2.4. - Nous avons l’identite’ : 
J 
hum .gradij = - p grad p” . grad S, 
nR 1 RR 
- i(Gz(iAgradp”),(jcAgrad&) A f) 
-- :(G;(nAu”),(iAgradcjj) A 2): 
pour tout j allant de ze’ro jusqu’ci N. 
Dkmonstration. - Cornmengons tout d’abord par remarquer que parce que 
la quantitk 
J p uw . grad c.jj flR 
n’est pas forckment nulle. En fait, nous avow 
J h (u” + gradp”) . grad & = J p H” . grad i& QR flR 
i =-- J w QR rot E” . grad cjj. 
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En intCgrant par parties, nous obtenons 
i’ p(u”+gradp”).grad& = -b ‘I’ E” A it.gradt&. * RR - SR 
Nous arrivons B l’identitk voulue en utilisant la dkfinition (5) de I’opkrateur 
Clectromagrktique extkrieur G;, . 0 
Nous pouvons dkduire du lemme prkckdent que : 
l2 puigradci,+i(4;(f/\u’),(kAgrad&) A 2) = -1 pgrad$grad& 
61R 
- :‘(Glil(k A gradp’) + . . + GF(5i A gradp”), (12 A grad&) A 2) 
- i g+“,,p A uO) + . . . +6,“(~Auui-‘),(~Agrad~~) A i . 
Ceci permet de dkterminer d’une man&e unique les termes (ui)i20 en inversant la matrice : 
L’inversibilitC de cette matrice peut se vkrifier par l’absurde. En effet, si elle n’est pas 
inversible alors on peut construire une fonction q telle que : 
(17) 
pgradqgrad@+i Gf(kngradq),(frngrad&) A 6 > =O> Qj=l,....N. 
Ceci montre que q vCrifie le problbme aux limites (1). D’oti il existe i tei que q = ii. 
La relation (17) implique que 
J’ P lgrad !&I2 + i I~ ( Gf(2 A grad, &), (2 A grad ii) A i) = 0. R 
L’identitt (16) donne & = 0 dans 13~. D’oi~i une contradiction. 
Enfin, l’analyse asymptotique des fonctions (uw , p”) lorsque w tend vers zero ci 
dessus avec les propriCt& de la formulation variationnelle (12) et l’injection compacte 
de Hdiv(flR), dkfini par (lo), dans (L”(f2~))~ ( voir l’annexe B pour la dkmonstration) 
nous permettent de dCmontrer le : 
TH~ORGME 2.1. - Soit J E N. I1 existe w. > 0 tel que pour tout 0 < w < w. 
(18) 
(/E”-(E”+wE1+...+w’E.‘)lliLlo)I 5 Cw’+‘, 
jlH”-(H”+wH’+...+wJHJ)jj(L~(~lpil~ < Cw’+‘, 
oli C est une constante indkpendante de w et les champs (Ej, Hj) sont don&s par 
Hj = uj + grad pi et Ej = i/~ rot Hj+’ pour j = O! . . : J. 
Dkmonstration. - Supposons que le bord I? est simplement connexe. 
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Soientp”,pl,..., pJ et u”,ul ,..., uJ definis par (13) ou .J E N. 11 est maintenant facile 
de voir a partir de (14) que 
(19) ;LO(pW- ( &Jo + . *. + wJp.’ ,p”) = o(wJ+l) IIptIJH’(RR),C: > 
V pt E Hl(&)/C. 
Ceci conduit compte-tenu de (13) a 
(20) aO(lP- u” + . . . + wJ uJ ) u”) = o(wJ+l) ))Ut)l~di,,(~LR)) ( 1 
V Ut E HdiV(QR)* 
En utilisant le fait que la Go est coercive sur H’(Q,)/C x H1 (Q,)/C et a0 est une forme 
coercive a une perturbation compacte prb sur Hdiv(OE) x Hdiv(flR), les estimations (18) 
se deduisent de (19) et (20) d’une man&e tout a fait classique. La demonstration dans 
le cas ou le bord I est non simplement connexe est analogue en utilisant le Lemme 2.3 
qui now permet de determiner la projection de u“’ sur l’espace des champs de Neumann 
qui est de dimension finie. Cl 
Conclusions 
Pour conclure, nous signalons que l’adaptation de ces techniques a la propagation d’ondes 
Clectromagnetiques a basses frequences dans un milieu chiral ne pose aucune nouvelle 
difficult6 grace a nos resultats demontres dans [2] et [3]. Nous signalons Cgalement que la 
formulation mixte : equations integrales-formulation Hilbertienne, kite dans [6], conduit 
a une nouvelle methode, legerement differente, pour l’etude de la propagation d’ondes 
Clectromagnetiques a basses frequences. En particulier, elle permet de mener les calculs 
numeriques des asymptotiques uniquement dans le milieu hedrogene. Toutefois, elle nous 
semble un peu plus comeuse a mettre en ceuvre. 
Annexe A. L’opCrateur ClectromagnCtique extbrieur 
Pour simplifier, nous supposons que le rayon R de la sphere SR est Cgal a 1. Soit 
(JJlm)120,-llnL<1 la famille des harmoniques spheriques usuelle (orthogonale au sens 
L2(SR)). La base propre de l’operateur de Laplace-Beltrami vectoriel est donnee par : 
GI” = d& gradSR Km et R;” = 2 A G;“, pour - 11 m 5 1, 1 2 I. 
Soit u un champ tangentiel sur 5’~. u s’ecrit : 
u=gy uI”Gy +61”Rr. 
1=1m=--I 
L’operateur Clectromagdtique G’;,” est donne par (voir [5]) 
(21) G,“(u) = 
bl” -iw - Gy + 
Z=lm=-1 21(w) 
‘;L ‘dw) R” 
iw 1 ) 
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(22) 
21(w) = 1  + w W)‘W 
h,(‘)(w) 
et hl(‘) est la fonction de Hankel. 11 est facile de dCmontrer qu’il existe un voisinage V 
1 
de z&o indipendant de 1 tel que w H ~1 (w) et w H __ 
21(w) 
sont analytiques dans V. De 
plus, en Ccrivant dans V 
‘32 00 
.q(w) = c .p wj; & = c z/-j) wj, 
j=o j=O 
now pouvons Cgalement dCmontrer qu’il existe une constante Cj indkpendante de 1 telle 
que : 
(23) 
I > 1 
11;. 
Le Lemme 2.1 se dCduit facilement de ces rCsultats (voir [5] pour les d&ails). En particulier, 
le fait que les opCrateurs GT,‘, j > - 1 sont continus de TH-1’2(div, SR) dans lui mCme 
est une consCquence directe de (23). 
Annexe B. Lemme de compacitC 
Nous montrons le lemme suivant : 
LEMME 2.5. - L’injection de Hdiv(flR), de@zi par (lo), duns (L’(fl~))” est compacte. 
Dkmonstrution. - Soit u E Hdiv(flR). Alors il existe une fonction f E (L2(R~))” 21 
divergence nulle dans QR telle que : 
rotu=f dans0R. 
11 est classique de dCmontrer l’existence d’un champ U E (H’(fl~))~ tel que 
i 
rotii=f dansClR, 
div,uU = 0 dans 0R. 
ii. n = 0 sur I?. 
D’ob il vient : 
(24) u=ii+gradcp, 
Oil 
{ 
div p grad cp = 0 dans OR, 
8, p = 0 sur I?, 
8% cp - Ko(gradsR p) E H1j2(S~) sur 5’~. 
La condition aux limites sur SR montre B l’aide d’un calcul explicite que 
cp E H3’2(S~). 
L’injection compacte de l’espace 
X ={v E H(rot,nZR),divpv = 0,v.n = Osurl?,v A 2 E TH”‘(SR)} 
dans (L2(RR)3 (voir [ 1 l] pour la dkmonstration) termine la preuve du lemme de compacitC 
compte-tenu de la dtcomposition (24) de u oh 
U E (Hl(RR))” et gradp E X. 
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